5. Sequential distributions theory 

5.1. Schwartz’s distributions
Give the standard definition of the distributions by Schwartz. Let ( be an open set of the n-dimensional Euclid space 
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. The support of the continuous function u on the set ( is the smallest closed subset K of ( such that u is equal to zero outside K (see Figure 5.1). Thus the support is the closure of all points of ( with non-zero values. 
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Figure 5.1. Support of the function.

Consider the set of infinite differentiable functions on the set ( closed bounded (that is compact) supports. We can determine the standard operations of the addition and the multiplication by numbers. Therefore the considered set of functions is the linear space. Suppose the sequence {(k} tends to zero function if and only if there exists a compact set K of ( such that the supports of all functions (k belong to К, and the sequences of arbitrary order of (k tend to zero uniformly on К (that is the velocity of the convergence does not depend of the point of К). The sequence {(k} tends to the arbitrary infinite differentiable function ( if the sequence of the difference {(k – (} tends to zero. Denote by D(() the relevant linear topological space of the infinite differentiable functions. It is not metrisable, that is this convergence does not described by any metric.
Definition 5.1. The distributions or generalized functions by Schwartz on the set ( is elements of the adjoint space D'(() that is the set of all linear continuous functionals on the space D(().

Denote the value of the linear continuous functional u at the point ( of the space D(()  by < u, ( >. If the function ( is local integrable on ( (integrable on the arbitrary compact set), then it determines the distribution u( by the equality
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Indeed for function ( we have the number at the right side of this equality. So we have the functional. It is linear because of the linearity of the integration. If we have the converged sequence of the infinite differentiable functions, then we obtain the convergence of the relevant sequence of the integrals. Hence the functional u( is continuous. Therefore it satisfies Definition 5.5. So it is the distribution. It is called the regular distribution.
Note that there exist non-regular distributions. For any point ((( determine an object (( by the equality
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It is the linear continuous functional; so it is distribution. It is called 
(-function at the point XE "(-функция"  (. However it is not determine by a standard function. So we have a singular distribution. We can write formally 
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So for all distribution u we can use the formal equality

[image: image6.wmf],()() ().

uuxxdxD

lll

W

="ÎW

ò


Determine the standard algebraic operations on the set of distributions by the equalities 
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for all distributions u,v and number a. Then the set D'(() is the linear space. Determine a topology with following convergence The sequence of distributions {uk} tends to the distribution u, if the numerical sequence {< uk, ( >}    tends to the number  < u, ( >     for all  ((D(() . The relevant linear topological space is not metrisable too. 
The general property of the distributions theory is the possibility to determine the derivatives of the arbitrary distribution. Determine the differential operator
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where  х1 , … , хn  are the coordinates for the set (, ( = ((1 ,…, (n) , 
| ( | = (1 +…+ (n, (1 ,…, (n are non-negative integer numbers. 
Definition 5.2. The generalized ( order derivative of the distribution u is the distribution D (u, determined by the equality  
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This definition determines a distribution because it maps an arbitrary infinite dimensional 
Это определение согласуется с введенной ранее обобщенной производной первого порядка. Оно действительно характеризует некоторое распределение, поскольку каждой бесконечно дифференцируемой функции  здесь сопоставляется конкретное число – значение линейного непрерывного функционала u (с точностью до знака) на бесконечно дифференцируемой функции D(. Соответствующее отображение оказывается линейным и непрерывным, так как подобными свойствами обладают распределение u и классический оператор дифференцирования D(. Таким образом, обобщенная производная любого порядка оказывается линейным непрерывным оператором на множестве распределений. 

Теперь можно строго определить пространство Соболева XE "пространство:Соболева"  
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 функций, интегрируемых по Лебегу со степенью р в области ( вместе со всеми своими обобщенными производными порядка ( при |(| ( m. При  р = 2 получаем пространство Соболева  Нm((), относящиеся к классу гильбертовых пространств. Для уравнений математической второго порядка чаще всего используется пространство Н1((), подпространством которого служит рассмотренное ранее множество 
[image: image11.wmf])

(

1

0

W

H

 функций, интегрируемых с квадратом вместе со своими первыми (обобщенными) производными и обращающихся в нуль на границе рассматриваемой области. Его норма характеризуется равенством
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Тем самым обобщенные решения задач математической физики напрямую связаны с распределениями.
Итак, на множестве обобщенных функций достаточно просто определяются операции сложения, умножения на число и дифференцирования произвольного порядка, непрерывные в смысле определенной ранее топологии. Это предопределило широкое применение обобщенных функций при исследовании линейных уравнений в частных производных. Однако при переходе к нелинейным уравнениям возникают серьезные трудности, поскольку возможность перемножения обобщенных функций, понимаемых как линейные непрерывные функционалы, далеко не очевидна. Эти вопросы в определенной степени решаются с помощью альтернативной теории распределений, основанной на секвенциальном подходе. 

5.2. Распределения Микусинского

There exists another method of the definition of distributions. It uses the completion technique. Let ( be an open set of n-dimensional Euclid space 
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 and the space D(() of infinite differential functions. It is not metrisable. So direct using of the completion theorem is not applicable. However we can estimate the closeness of its two arbitrary elements. This space is uniform. So we can determine the notion of the fundamental sequence.  

The sequence {uk} of D(()  is fundamental, if for all compact set K of  ( there exist the order ( and functions {(k}  of D(() such that D ((k = uk on the set К, and the sequence {(k} converges uniformly on K. So the numerical sequence {(k(x)} has a limit, besides the velocity of the convergence does not depend from the point x of K. If the sequence {uk} is fundamental, then the sequence of its derivatives {Duk}  is fundamental too for all order . Indeed we can choose the order ( + with equality D(k = Duk on К and uniform convergence of the sequence {(k} on the set К. 

Consider the set F of all fundamental sequences on the set D((). Determine the relation (   on the set F such that the condition {uk}({vk}   is true, if for all compact set К from ( there exist an order ( and sequences {(k}  and {(k} of D(() such that  D ((k = uk, D ((k = vk  on К, and the sequence of differences  {(k –(k}  tends to zero uniformly on К. This relation is the equivalence on the set D(().

Definition 5.3. The distributions or generalized functions by Mikusinski on the set ( is the factor-set М(() = F/(.

The generalized function by Mikusinski is an equivalence class of fundamental sequences as Cantor’s real number and a point of completion of a metric space.
Let {uk} be a sequence on the space D(() with infinite differentiable limit u. So there exists a compact set K of ( such that the support of all functions uk belong to  К, and the sequences of all derivatives of uk converge to the derivatives of u uniformly on К. Than we can choose the sequence {uk} as {(k}  with order ( = 0. So this sequence is fundamental. Therefore it determine a distribution u' because of Definition 5.3. Another sequence of D(() with limit u is equivalent to {uk}. So it determine the same distribution u'. Hence for all infinite differentiable function u there exist a set of the fundamental sequences with limit u. Note that the stationary sequence with element u belongs to this set. Determine the operator  А :  D (()     (  М(() such that  А u = u' (see Figure 5.2).

[image: image14.wmf] 

 

D

(

W

)

 

 

u

'

 

 

 

o

 

u

' = 

[

u

k

] , 

u

k

 = 

u

 

"

k

 

d

 

 = 

[

d

 

k

] , {

d

 

k

}

 

расходится

 

 u

 

 

o

 

 

d

 

 

 

o

 

 

М

'

(

W

)

 

A

 


Рис. 5.2. Множество D(() изоморфно подмножеству М((). 

Любой элемент u' из образа множества D(() при действии оператора А определяется сходящимися к одному и тому же пределу последовательностями бесконечно дифференцируемых функций. В их число непременно входит единственная стационарная последовательность. Тогда по заданному элементу u' из указанного образа можно однозначно восстановить некоторую бесконечно дифференцируемую функцию u, определяющую указанную стационарную последовательность. Тем самым устанавливается взаимно однозначное соответствие между множеством D(() и семейством обобщенных функций Микусинского, определяемых сходящимися последовательностями из D(() (см. рис. 5.2). Таким образом, любую бесконечно дифференцируемую функцию u можно отождествить с соответствующим распределением u' подобно тому, как любое рациональное число отождествляется с действительным числом Кантора, определяемым рациональными последовательностями, сходящимися к этому числу.

Убедимся, что не всякое распределение Микусинского ассоциируется с какой-либо бесконечно дифференцируемой функцией. Рассмотрим некоторую последовательность неотрицательных чисел {(k}, сходящуюся к нулю, и произвольную точку (((. Зададим последовательность функций {(k} класса D((), неотрицательных при  | х – ( | < (k , равных нулю во всех остальных точках и таких, что 
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Можно показать, что такая последовательность {(k} является фундаментальной (см. рис. 5.3), а значит, в соответствии с определением 5.3 определяет некоторую обобщенную функцию (см. рис. 5.2).
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Рис. 5.3. Последовательность {(k}.
Отметим, что для любой бесконечно дифференцируемой функции  в силу теоремы о среднем справедливо соотношение 
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Здесь точка (k отстоит от ( не далее, чем на (k. Переходя к пределу при k(( с учетом свойств последовательности {(k}, установим соотношение
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Естественно, не существует бесконечно дифференцируемой функции 
(и вообще, функции, хотя бы и не дифференцируемой), которая отлична от нуля лишь в сколь угодно малой окрестности данной точки, притом, что интеграл от нее равен единице. Тем самым убеждаемся, что пространство D(() не является полным, коль скоро в нем нашлась расходящаяся фундаментальная последовательность. Отметим, что определяемая последовательностью {(k} обобщенная функция Микусинского есть не что иное, как уже хорошо известная нам (-функция, сосредоточенная в точке (. Итак, к числу обобщенных функций Микусинского относятся не только регулярные объекты, но и сингулярные обобщенные функции в смысле Шварца. 
По аналогии с результатами приведенной ранее теоремы о пополнении можно показать, что образ множества D(()  при действии определенного ранее оператора А является плотным множеством в пространстве М((), а значит, любое распределение может быть получено как предел (в смысле топологического пространства распределений) последовательности бесконечно дифференцируемых функций. При этом пространство М(() будет по построению полным, т.е. любая фундаментальная последовательность на нем сходится в указанном ранее смысле. Оно оказывается тем самым пополнением рассматриваемого пространства бесконечно дифференцируемых функций D((). 

Можно показать, что множества обобщенных функций в смысле Шварца и Микусинского являются изоморфными в том смысле, что любому распределению Шварца может быть поставлено конкретное распределение Микусинского. Более того, любой результат теории Шварца имеет свою интерпретацию в теории Микусинского. 

Распространим, в частности, на обобщенные функции Микусинского важнейшие свойства пространства бесконечно дифференцируемых функций подобно тому, как на действительные числа были перенесены ранее основные характеристики рациональных чисел. Для произвольных элементов u и v множества М(() выбираем некоторые представители {uk} и {vk} соответственно. В силу их фундаментальности для любого компактного множества К из ( существуют такие порядки ( и , а также равномерно сходящиеся на К последовательности, что функции uk и vk равны соответствующим производным элементов этих последовательностей. Ранее отмечалось, что порядок производных в определении фундаментальных последовательностей может быть произвольным образом повышен. Определим порядок  такой, что каждая его компонента равна максимуму соответствующих компонент векторов ( и . Следовательно, существуют такие функции {(k} и {(k} из D((), что справедливы равенства D(k = uk и D(k = vk. Тогда будет справедливо равенство  D (k + (k) = (uk + vk), причем последовательность {(k + (k} сходится равномерно на К. Таким образом, последовательность сумм {uk + vk}  является фундаментальной на D(() . В соответствии с определением 5.3 она определяет некоторую обобщенную функцию, которая называется суммой u + v и не зависит от выбора представителей слагаемых. 

Аналогично, произведением а u числа а на распределение u назовем обобщенную функцию, определяемую представителем {аuk}, где {uk} – произвольный представитель обобщенной функции u. Наконец, под секвенциальной производной порядка ( распределения u понимается обобщенная функция, характеризуемая представителем {D(uk}. Отметим, что операции сложения, умножения на скаляр и дифференцирования для обобщенных функций Шварца и Микусинского обладает совершенно одинаковыми свойствами.

Определим сходимость (а значит, и топологию) в классе М((). Пусть задана последовательность обобщенных функций {un}, а {unk} есть фундаментальная последовательность бесконечно дифференцируемых функций, определяющая распределение un. Будем говорить, что последовательность {un} сходится к нулевому элементу линейного пространства М((), если существует такое компактное множество К, что носители всех функций unk принадлежат К, для любого n при k(( имеет место сходимость unk ( 0 равномерно на К. Сходимость un ( u в М(() означает, что последовательность разностей {un – u} сходится к нулю. Множество М(() с соответствующей топологией и операциями является линейным топологическим пространством. Это означает, что алгебраические операции в нем непрерывны. Отметим, что полученная топология оказывается не метризуемой, что, впрочем, не является серьезным препятствием для последующего анализа. 

Итак, распределения Микусинского сохраняют все важнейшие свойства распределений Шварца (см. рис. 5.4). Наличие  естественной связи между двумя интерпретациями обобщенных функций позволит в дальнейшем установить связь между различными формами решений задач математической физики. 

Отметим явную аналогию с теорией действительных чисел, где также имеется несколько равнозначных интерпретаций. Хотя класс эквивалентных фундаментальных последовательностей рациональных чисел – это совсем не сечение множества рациональных чисел, любому действию над действительными числами Кантора соответствует совершенно аналогичное действие над действительными числами Дедекинда, понимаемыми именно как сечения. Поскольку математика оперирует не с реальными объектами, а с их свойствами, два изоморфных (т.е. обладающих одинаковыми свойствами) объекта здесь не различаются. В этой связи обобщенные функции Шварца и Микусинского могут быть отождествлены подобно действительным числам Кантора и Дедекинда. Вследствие этого для семейства обобщенных функций Микусинского также используется обозначение D '(() . 
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Рис. 5.4. Изоморфизм классов обобщенных функций Шварца и Микусинского.

Отметим, однако, определенные преимущества секвенциального подхода в теории распределений. Для практической работы с обобщенными функциями этот подход оказывается предпочтительней. Если, к примеру, необходимо реализовать на компьютере -функцию, то едва ли что-то может дать возможность ее представления в виде линейного непрерывного функционала на множестве бесконечно дифференцируемых функций. В то же время ее интерпретация как предела последовательности бесконечно дифференцируемых функций позволяет аппроксимировать этот объект с любой степенью точности гладкими функциями (см. рис. 5.3), допускающих непосредственное вычисление. Это обстоятельство в значительной степени предопределит конструктивность определяемых в дальнейшем секвенциальных моделей физических процессов. Аналогично для практической работы с иррациональными числами (типа ( или (2) предпочтительнее оказывается интерпретация Кантора, позволящая сколь угодно точно аппроксимировать их рациональными числами. Еще одно несомненное преимущество секвенциального подхода связано с проблемой перемножения обобщенных функций, практически не решаемой в рамках теории Шварца, но допускающей определенное решение по схеме Микусинского.

5.3. Умножение распределений

Для применения теории распределений в нелинейных системах желательно определить на множестве распределений нелинейные процедуры, в частности, ввести умножение обобщенных функций. К сожалению, обобщенные функции Шварца являются изначально линейными объектами, вследствие чего принцип их перемножения далеко не очевиден. Действительно, приведенное ранее определение обобщенных функций связано с процедурой интегрирования. Однако произведение интегрируемых функций далеко не всегда интегрируемо. Операция интегрирования по своей природе аддитивна, но не мультипликативна, что создает серьезные препятствия на пути интерпретации произведения обобщенных функций как линейного непрерывного функционала. 

Принципиальные трудности, которые возникают на пути определения умножения обобщенных функций, можно проиллюстрировать примером, принадлежащим Шварцу. Рассмотрим открытую одномерную область (, включающую в себя нуль. В этой области зададим три обобщенные функции u, v и w в соответствии с равенствами

u(х) = 1/х,  v(х) = х,  w(х) = ((х),  

где ( – есть (-функция, сосредоточенная в нуле. Поскольку u имеет особенность в нуле, она также понимается как обобщенная функция, совпадающая с обычной функцией 1/х вне произвольной окрестности нуля.

Предположим, что на множестве D'(() каким-либо образом введена операция умножения. По-видимому, в результате перемножения объектов u и v должна получиться функция, тождественно равная единице. Тогда справедливо равенство (u ( v) ( w  =  ( . С другой стороны, произведение  v (w удовлетворяет соотношению


[image: image20.wmf],()()0(0)0 ().

vwxxxdxD

ldlll

W

×==="ÎW

ò


Таким образом, заключаем, что v (w  =  0, т.е. это произведение представляет собой нулевой элемент пространства D'((). Отсюда следует равенство u ( ( v ( w)  = 0.

Итак, справедливо соотношение

(u ( v) ( w   (    u ( (v ( w),

согласно которому умножение обобщенных функций не может быть ассоциативной операцией. Полученный результат говорит о наличии чрезвычайно серьезных трудностей на пути определения естественной операции умножения на множестве обобщенных функций. Естественность операции здесь означает, что в том случае, когда мы будем оперировать с регулярными распределениями (т.е. фактически – с обычными функциями), результатом окажется регулярная обобщенная функция, изоморфная естественному произведению соответствующих обычных функций. Приведенный пример свидетельствует о невозможности введения на множестве обобщенных функций ассоциативной операции умножения, согласованной с умножением обычных функций. 

Можно, конечно, добиться "хороших" свойств умножения распределений, отказавшись от его согласования с умножением обычных функций. Однако это уже будет совершенно другая операция в том смысле, что результат ее применения к регулярным обобщенным функциям уже не будет соответствовать естественному произведению обычных функций. Практический смысл подобного "умножения" весьма сомнителен.

Отметим еще одно весьма неприятное последствие отсутствия ассоциативности умножения распределений. Предположим, что на множестве обобщенных функций каким-то образом введено умножение, являющееся непрерывной операцией. Это означает, что из сходимости двух последовательностей распределений следует сходимость соответствующей последовательности их произведений. В силу плотности вложения пространства D(() в D'(() любое распределение может быть получено как предел последовательности бесконечно дифференцируемых функций. 

Рассмотрим теперь последовательности {uk}, {vk} и {wk} класса D((), сходящиеся к распределениям u, v и w соответственно. В силу непрерывности умножения справедливы соотношения
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Таким образом, одна и та же последовательность {ukvkwk} (ассоциативность умножения регулярных функций очевидна) имеет сразу два предела – ( и 0. Это означает, что соответствующее топологическое пространство оказывается заведомо не отделимым XE "пространство:отделимое" . 

Итак, мало того, что на множестве обобщенных функций невозможно ввести ассоциативную операцию умножения, согласованную с естественным умножением обычных функций. Мы убедились в том, что здесь вообще нельзя определить умножение и отделимую топологию так, чтобы эта операция оказалась непрерывной. Подобный факт имеет катастрофические последствия при практическом применении теории обобщенных функций с непрерывным умножением.

Полученные результаты говорят о наличии чрезвычайно серьезных трудностей на пути определения умножения обобщенных функций. Тем не менее, эти трудности можно в определенной степени преодолеть с помощью секвенциальной теории распределений Микусинского.

Рассмотрим два распределения u и v. В соответствии с определением 5.3 они представляют собой некоторые классы эквивалентности фундаментальных последовательностей бесконечно дифференцируемых функций. Пусть последовательности {uk} и {vk} определяют данные распределения. 

Определение 5.4. Если последовательность произведений {ukvk} оказывается фундаментальной, причем соответствующий класс эквивалентности не зависит от выбора представляющих последовательностей, то она определяет некоторую обобщенную функцию, которая и называется произведением XE "произведение:распределений"   u(v  распределений  u  и  v.

К сожалению, далеко не всегда произведение обобщенных функций в указанном смысле существует (это относится, например, к произведению (-функции на себя). В частности, последовательность произведений элементов фундаментальных последовательностей бесконечно дифференцируемых функций не обязательно оказывается фундаментальной. Тем не менее, в то время как схема Шварца, в принципе, не дает разумного способа перемножения распределений, в данном случае такая возможность все-таки сохраняется. При этом способ определения умножения практически не отличается от метода задания других операций. Более того, сохраняется даже возможность разумной интерпретации класса эквивалентности последовательности бесконечно дифференцируемых функций {ukvk} в качестве произведения распределений u и v, хотя получаемый при этом объект принадлежит более широкому пространству, чем D'((). Эти соображения служат дополнительным подтверждением эффективности секвенциального подхода в теории обобщенных функций. 

В принципе, мы уже можем не только дать корректный вывод математической модели физических процессов, но и вывести отсюда обоснование обобщенного и классического подхода в математической физики. Однако было бы желательно сделать один шаг в сторону и обратиться к теории оптимального управления, в которой объекты секвенциальной природы при определенных обстоятельствах понимаются как своего рода решения поставленной задачи. После этого будет психологически легче сделать заключительный шаг и признать в качестве состояния системы некоторый класс эквивалентности специфических последовательностей. 

Выводы
1. Существуют две теории обобщенных функций – Шварца и Микусинского. Распределения Шварца определяются как линейные непрерывные функционалы, а распределения Микусинского – по схеме пополнения.

2. Множества распределений Шварца и Микусинского изоморфны.

3. Согласно схеме Микусинского любая обобщенная функция может быть аппроксимирована гладкими функциями. 
4. Умножение распределений не ассоциативно. Схема Микусинского предоставляет возможность его определения.
5. Связь между распределениями Шварца и Мукусинского позволит в дальнейшем установить  связь между обобщенным и секвенциальным состоянием описываемой системы.

Task
Prove the following properties of the sequential distributions:

1. Commutativity of the addition.

2. Miltiplicativity of the addition.

3. Equality ab = ba, where a is a distribution, and b is a smooth function.

4. Equality
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 where a is a smooth function, b and s are distributions.
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